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带 线性 不 等 式 约束 的 线性 模型 中 线性 预测 的 可 容许 性 * 


王 浩 波 ， 罗 建 华 
(中 南 林业 科技 大 学 理学 院 ， 长 沙 410004) 
摘 ”要 : 本 文 刻画 了 线性 模型 在 线性 不 等 式 约束 条 件 下 的 线性 预测 的 可 容许 性 。 我 们 给 出 了 条 件 线性 可 预 
测 变量 和 线性 不 等 式 约束 条 件 下 可 容许 预测 的 定义 ， 在 二 次 损失 函数 下 ， 讨 论 了 齐 次 和 非 齐 次 线 
性 预测 可 容许 性 的 关系 ， 得 到 了 条 件 线性 可 预测 变量 的 线性 预测 是 可 容许 线性 预测 的 充 要 条 件 。 
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1 引言 


WR BR GRE. RÉUSSKAS ZOXSE INDE p + 1 个 量 : yk,Zk1,Tk2,… Ekpe IX E RR yg Ih 
都 是 已 知 的 ， k = 1,2,- ,no W y-(yn, 92:77 Yny, X= (Xi, X2, XQ) Hh x, = 


(rxki,Zk2, 7 Zkp), k = 1,2, ,ne 
本 文 将 考虑 带 线性 不 等 式 约束 的 线性 模型 
y= XB -e, 
E(e)-0, Var(e) = V, (1) 
h'B > 0. 


这 里 e 为 n 维 随机 误差 向 量 ，XX 是 任意 秩 的 设计 阵 ，V 是 已 知 的 对 称 非 负 定 矩阵 ，h 为 p 维 已 
知 向 量 ，6 是 p 维 未 知 参数 向 量 ，B e 三 {6 :16 > 0}，EB(-) 和 Var(-) 分 别 表示 随机 向 量 的 期 
望 和 方差 。 

在 应 用 上 ， 当 有 了 样本 之 后 ， 通 常 要 对 y 的 函数 进行 预测 ， 对 于 任意 秩 有 限 总 体 ， 文 
BA [1 研究 了 gy 的 线性 函数 Quy 的 线性 预测 的 可 容许 性 问题 ， 在 一 般 Gauss-Morkov 模型 下 ， 给 
出 了 线性 预测 的 可 容许 性 定义 ， 并 得 到 了 Qu 的 线性 预测 是 可 容许 预测 的 充 要 条 件 。 

实际 问题 中 ， 我 们 处 理 的 模型 往往 是 带 约 束 条 件 的 Pa 。 本 文 研究 了 不 等 式 约 束 下 线性 模 
型 中 线性 预测 的 可 容许 问题 ， 并 在 二 次 损失 函数 下 给 出 了 条 件 线性 可 预测 变量 @y 的 线性 预 
测 Ly, ( EÈ Ly, + a) 是 可 容许 线性 预测 的 一 系列 充 要 条 件 ， 这 里 Q 为 已 知 的 上 x n MERE. 

为 了 预测 Qy， 根 据 某 个 特定 的 抽样 方案 ， 从 器 中 抽取 容量 为 s 的 样本 物 ,， 而 和 R。 = 
总 一 R11 是 容量 为 7 的 未 被 观测 部 分 ， 其 中 + = n 一 s， 取 样 后 ， 可 重新 安排 y 的 元 素 ， 使 
fy. X. V 和 e 有 一 致 的 分 块 ， 即 


Us Xs Vs Vs €s 
y= ; X= ,V- ， 三 G 
Yr X. Vra V, Er 
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把 @ 进行 相应 的 分 抉 : 8 = (Qs 1 Q) 则 Qy = Qui + Qe 


记 
No = (Ly, : 工 是 上 xs 的 常数 矩阵 }; 
N= { Lys +a: LẸ kx s 的 常数 矩阵 a c R^). 
取 损失 函数 
L(d,Qy) = (d — Qy)'(d — Qy), (2) 
风险 函数 为 


R(d, Qy) = E| (d — Qy)'(4 ~ Qv) ]. 
本 文采 用 下 列 记 号 : AM BREKKER, A 表示 4 的 转 置 ，4 > 0(4 > 0) 表示 4A 对称 非 负 
定 (正定 )，A > B(A > B) 表 示 4A4 一 B > 0(4 一 B > 05 J(4) 表 示 由 4 的 列 向 量 张 成 的 线性 
空间 ，A+(4) 表 示 A(4) 的 正 交 补 空间 ，4+ 表示 4 的 Moore-Penrose 广 义 道 ，tr(4) 表 示 4 的 
yr. 


2 齐 次 线性 预测 的 可 容许 性 


本 节 在 模型 (1) 和 损失 函数 (2) 下， 讨论 条 件 线性 可 预测 变量 Qu 的 一 个 齐 次 线性 预测 在 齐 
次 线性 预测 类 No 中 是 可 容许 预测 的 充 要 条 件 。 

定义 2.1 对 于 模型 (1)， 若 存在 ys 的 线性 函数 d(y,). 113 E(d(y.) - Qy) = 0. NI —WBe 
PRI, MER Qy 为 条 件 线性 可 预测 变量 。 

定义 2.2 Sk Qy 的 预测 di (ys) 优 于 另 一 个 预测 dz(ys)> WR R(di(u.), Qy) € R(da(ys), Qy)» 
对 一 切 6 e 光 成 立 ， 且 存在 bo e 多 ， 使 得 上 式 不 等 号 成 立 。 

预测 do (y,) RA E Qy 的 预测 类 QQ 中 是 可 容许 的 ， 如 果 do(ys) e 2， 且 在 Q 中 不 存在 优 
T do(ys) 的 预测 ， 用 记号 do(ys) S Q@y[ 思 表示 ， 在 损失 函数 (2) 下 ，do(ys) 是 Qy 在 Q 中 的 可 容 
许 预测 。 

32.18) 车 C 是 R? 中 的 一 个 锥 ， 则 对 p 维 向 量 b5 和 实数 4，B'b 十 d < 0, B e C 成 立 的 
充 要 条 件 是 be C* 且 d <0,， 这 里 0C* = {a:b x0, BeO} 是 C 的 一 个 共 思 锥 。 

312.28) A、B 为 任意 两 个 非 负 定 矩 了 泗 ，d1、ds 为 两 个 实数 ， 车 B'AB + di < B'BB+ 
dj, B € vy, WAA < B Hdi X ds. 

定理 2.1 在 线性 模型 (1) F,. Ly, 9 Quy) 成 立 的 充 要 条 件 是 在 一 般 Gauss-Markov 模型 下 
有 Lys A) Qyo 

定理 证 明 不 难 ， 这 里 省 略 。 


3 ” 非 齐 次 线性 预测 的 可 容许 性 


本 节 在 二 次 损失 函数 下 讨论 条 件 线性 可 预测 变量 Quy 的 非 齐 次 线性 预测 Lys + a 在 非 齐 次 线 
性 预测 函数 类 N 中 是 可 容许 预测 的 充 要 条 件 。 

定理 3.1 在 线性 模型 (1) F, Ly, a  Qy[U], 24 BU 

1) a€ u(LX, 一 QX); 

2) W(LX,—-QX)*ax0Xh ¢ u((LX, - QX)) 

3) Ly, ^? Qy[u]. 
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证 明 ” 先 证 必要 性 。 
1) Rika 4 jp(LXs 一 QX)， 则 可 令 a = al 二 aa， 其 中 


ay € (LX, —QX), as € un (LX, ~ QX), a2 #0, 


则 
R(Ly; + a,Qy) 一 R(Ly, + ai, Qy) = a2a2 >0, 


这 与 Ly, +a X Quy) FRE, Wac Jj(LXs - QX). 
2) EN(LX,-QX)*a2 0HA € u((DX, - QX)), WEES ho $18 h = (LX, 一 
QXJ(LX, - QX)ho, $b = (LX, — QX)*a — Aho, 入 >0 则 


R(Lys + (LX, — QX)b, Qy) — R(Lys + a, Qy) 
= —2Ah'8 — 2AR (LX, — QX)*a + Ahh (LX. — QX)'(LX, — QX)ho, 
当 入 足够 小 时 ， 由 引 理 2.1 可 知 
R(Lys + (LX, — QX)b, Qy) € R(Ly, + a, Qy), 


这 与 (Lys +a) È Qu[v] ŽE, ATRE 2) 成 立 。 
3) 由 条 件 1) 可 设 存在 ao € R*， 使 得 a = (LX;,—QX)ao. 35 R(Hys, Qy) < R(Lys, Qy)» 
则 由 引 理 2.2 知 


tr[(H ~ Qs)V(H — Qs) + Q.V.Q, - 2(H — Qs)Ver Qs | 
€ tr[(L ~ Q))V&G — Qs) + Q.V.Q; — (L - Qs) VQ ]. (3) 
(HX, — QX)(HXs — QX) € (DX, - QX)'(LX, - QX), (4) 
EA (3). (4) &3| 8E 2.2 知 ， 对 一 切 BEe v 
tr[(H — Q.)V.(H - Qs) + Q-V-Q, - 2(H ~ Qs) Ver ] 
(8 -- ag) (HX, — QX)' (HX, ~ QX)(B + ao) 
€ tr[(L — QV. - Qs) + Q-V.Q; — 2(L - Qs)VsrQ,] 
+(8 + ao) (LX, — QX)' (LX, — QX)(8 + ao); (5) 
这 意味 着 对 一 切 86 € v. A 
R(Hys + (HX, ~ QX)ao,Qy) < R(Lys + a, Qy), 
XLy,-a^Qvyw], FÆ 
R(Hy, + (HX, — QX)ao, Qy) = R(Ly; + a, Qy), 


从 而 (3)、(5) 中 等 号 成 立 ， 于 是 有 R(Hys Qy) = R(Lys, Qy)， 这 意味 着 不 存在 齐 次 线性 预测 
优 于 Lys» 因此 Lys n Qv[V]- 
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下 证 充分 性 。 

任 给 一 预测 Hys+b Æ R(Hys+b, Qy) € R(Lys+a,Qy)， 对 一 切 B € YRR. APh Pai 
别 表 示 向 线性 空间 L(HX, 一 QX) 和 线性 空间 uL (HX, 一 QX) FERE, Pb = (HX, 一 
QX)bo， 又 由 条 件 1) 知 ， 存 在 ao € R*， 使 得 a = (LX, 一 QX)ao， 则 由 条 件 1) 的 必要 性 证 明 
过 程 可 知 


R( Hys + (HXs ~ QX)bo, Qy) < R(Hys + b, Qy) < R(Lys + a, Qy). 
因此 
tr[(H — Qe)Ve(H — Qs) + QV.Q; — 2(H ~ Qa) VarQ; ] 
€ tr[(L - QV - Q4) + Q-V;-Q;, ~ 2(L — QV Q; | 
(B + bo) (HX, — QX) (HX, — QX)(8 + bo) 
< (B + ag (LX, - QX)'(LX, - QX)(8 + ao), (6) 
由 式 (6) 及 条 件 3) 可 得 
tr[(5 — Q))V.(, — Qs) + Q.V. Q; — (L ~ Q)V« Q7.) 
= w[(H - QVI - Qs) + QV.Q; ~ (H ~ QJ)V«Q. ], (7) 
(LX, - QXy(LX, - QX) = (HX, - QX) (HX, - QX), (8) 
联 立 (5)、(7) 和 (8) 三 式 知 对 一 切 6 € yA 
28 (LX, - QX) (LX. - QX)|bo - (DX, — QX)*a ]bj(LX, - QX)'(LX, — QX)bo — a'a < 0, 
由 上 式 及 引 理 2.1 有 
(LX, - QX) (LX: — QX)[to — (LX, - QX)*a] e v^, (9) 
b(LX, ~ QX)' (LX, — QX)bo — a'a < 0, (10) 


Hopy* = {一 Ah' : -AM8 < 0, 入 > 0) A v RIRE. 
因而 ， 由 (9) 式 可 知 ， 存 在 入 > 0， 使 得 


(LX, - QX) (LX, - QX)[bo — (LX, - QX)*a] = —A^. (11) 


33A-ON, LXSEITÓE, Agü(LX,-—QX)b = a。 

3A > 0 时 ， 由 (11) 式 可 知 h E u((LXs-QX)), XH1t2) 5l h/bo < h'(LX,—QX)*a, 
由 此 及 (10)、(11) 两 式 可 知 有 (LX - QX)*a > 0. WT (LX, — QX)bo = a Ro 

从 而 不 存在 优 于 Ly, + a 的 线性 预测 ， 即 Ly, +a ~ Quil. 

由 定理 3.1 和 文献 [1] 中 定理 2.2 可 得 定理 3.2. 

定理 3.2 ”对 于 线性 模型 (1)， 若 Qy 是 条 件 线性 可 预测 变量 ， 则 在 损失 函数 (2) F, Ly, 72 
Qy[v] (k = 1 的 情形 ) 的 充 要 条 件 是 

1) a EL(LX, — QX); 
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2) (LXs — QX)ta<0, 或 h ¢ py((LX, - QX)) 
3) (VL (VVsr)Q) C n(X5): 
4) 
(L - Qs) X,CX;(L - Qs) 
< (L'Xs — Q'X)(X,T* X) XiT V Qr + QXCX,(L — Qs); 
5) u(G) = u(LX, 一 QX)， 这 里 
G = (LX, - QX)C(LX, - QX) 
X, - QX) [ (XTX) XT VQ] - CX - Qs). 


注 ” 由 题 设 可 知 上 述 各 式 与 广义 逆 的 选择 无 关 。 
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Admissibility of Linear Prediction in the Linear Model with Linear 
Inequality Constraints 


WANG Hao-bo, LUO Jian-hua 


(School of Science, Central South University of Forestry and Technology, Changsha 410004) 


Abstract: The admissibility of linear predictions in linear models is characterized in this paper. We 
give the definitions of the conditional linear predictable variable and the admissible prediction with 
linear inequality constraints. Under the quadratic loss function, the relation between admissibility of 
inhomogeneous and homogeneous linear predictions is discussed, and some necessary and sufficient con- 
ditions for a linear prediction of conditional linear predictable variables to be admissible are obtained. 
Keywords: quadratic loss function; linear inequality constraints; conditional linear predictable vari- 
able; admissibility 
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